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Esercizio 1. Data la funzione reale g(z) = §x4

e Dimostrare che g & una funzione di Lipschitz su I = [0,a]
dove a > 0 ¢ fissato (ma non noto).

e Determinare ¢ > 0 in modo che g sia una contrazione su

[0, a]

Esercizio 2. Si consideri la funzione ¢(z) = z° + z
e Dimostrare che g ¢ una funzione di Lipschitz su I = [-1, 1].

e Dimostrare che g non € una funzione di Lipschitz su I = R.

Esercizio 3. Data la funzione reale g(z) = v2x + 1
e Dimostrare che g ¢ lipschitziana su [0, 3]
e Dimostrare che g ¢ una contrazione su [1, 3]

e Usare g per approssimare la soluzione u € [1, 3] di 2’ = 2z+1
con un intervallo di ampiezza inferiore a 0,01

Esercizio 4. Si vuole risolvere I’equazione 2* =3 applicando il
metodo del punto fisso sull’intervallo [1, 2] alla funzione g(x) = 3:%2

oppure alla funzione h(x) = \/g
e Dimostrare che g é una funzione di Lipschitz su [1, 2|

e Dimostrare che h ¢ una funzione di Lipschitz su [1, 2]



e Spiegare perche una delle due funzioni puo essere usata per
risolvere 1’equazione 2® = 3 con il metodo del punto fisso.

e Usare il metodo del punto fisso per approssimare la soluzione
€ [1,2] di 2° = 3 con due cifre decimali esatte.

Esercizio 5. Data la funzione reale g(z) = %I2

e Dimostrare che g ¢ una funzione di Lipschitz su I = [—%, %]

e Spiegare perché g é una contrazione.

. . 1
e Usare la successione z,, definita da x, = 30 Tn = g(x,-1)

se n > 0 per approssimare la soluzione di g(z) = z che

. .. .1
appartiene a I con una precisione di 00

e Trova il minimo valore di n tale che |z,| < 107°.
Esercizio 6. Data la funzione reale g(z) = §x3

. N . Cor. . 1 1
e Dimostrare che g ¢ una funzione di Lipschitz su [ = [-Z, 7]
e Spiegare perché g ¢ una contrazione.

. . 1
e Usare la successione z,, definita da 7o = 3, z, = g(z,-1)
se n > 0 per approssimare la soluzione di g(z) = x che

. .. .1
appartiene a I con una precisione di 00

e Trovare per quale valore di n si ha |z,]| < 1072

Esercizio 7. Si consideri la funzione g(x) = cosx

e Dimostrare che g ¢ una funzione di Lipschitz su I = [-1,1].
Sugg. usare le formule di prostaferesi e la disuguaglianza
|sinz| < |z| per ogni x € T

e Usare il metodo del punto fisso per approssimare una so-
luzione dell’equazione cosx = x con un errore inferiore a
-2
10 ~.

Esercizio 8. Data la funzione reale g(z) = vz + 2+ 1

cosa —cosb = —2sin
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e Dimostrare che g ¢ una contrazione su [0,4] di rapporto
k<l
2

e Spiegare come si pud dedurne che esiste una soluzione u di
g(x) = x tale che 0 < u < 4.

e Usare g per dedurne un’approssimazione di u con un’inter-
vallo di lunghezza inferiore a 0.01.



